Numerische Akustik

Ennes Sarradj, Gesellschaft fir Akustikforschung Dresden mbH

1 Einleitung

Akustischen Messungen und Berechnungen sind mittlerweile in vielen Fallen nicht ohne Einsatz
eines Computers vorstellbar. Aus diesem Grund existiert eine Vielzahl so genannter numerischer
Verfahren, von denen im folgenden ein kleine Auswahl vorgestellt werden soll. Die Darstellung
bleibt dabei auf Verfahren zur Berechnung von Schallfeldern beschrankt. Bild 1 zeigt die verallge-
meinerte Aufgabenstellung fir diesen Fall. In einem Gebiet, das auch unbeschrankt ausgedehnt
sein kann, lasse sich die Physik der Schallausbreitung durch eine Differentialgleichung und durch
Randbedingungen beschreiben (Bsp. siehe Bild 1). Aufgabe der Berechnung des Schallfeldes ist
es, eine Funktion f zu finden, die sowohl die Differentialgleichung erfillt als auch den Randbe-
dingungen genlgt (Randwertproblem). Zur Lésung lassen sich prinzipiell folgende zwei Wege
gehen:

analytisch: exakte Lésung des Randwertproblems:

e nur moglich, wenn der Typ der Funktion f bekannt ist (z.B. bei einfachen Geometrien
wie Rechteck und Kreis)

e flr praktische Anwendungen meist nicht méglich
numerisch: ndherungsweise Lésung des Randwertproblems:

e Uberfiihrung analytischer Ausdriicke und Zusammenhénge (Ableitungen, Integrale,
Differentialgleichungen, ...) in algebraische (Addition, Multiplikation, Gleichungen,

)
e Ldsung algebraischer Gleichungen fihrt auf Naherungslésung fir gesuchte Funktion

f

Die Naherungslésung fir f wird dabei durch einzelne Funktionswerte gegeben, die an Stiitzstel-
len (Knoten) berechnet werden. Alle Knoten zusammen bilden ein Gitter, mit dem das gesamte
Gebiet bzw. nur ein bestimmter Teil davon versehen wird. Somit ergibt sich eine Diskretisierung
von f und damit auch eine veranderte Aufgabenstellung. An Stelle der Funktion f sind nun ein-
zelne Funktionswerte gesucht.

Prinzipiell bieten sich folgende Méglichkeiten fiir den Ubergang von Analysis zu Algebra:

1. numerische Differentiation:
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Bild 1: verallgemeinerte Aufgabenstellung bei der Feldberechnung

alle Ableitungen werden durch Differenzenquotienten ersetzt

Differentialgleichung wird zur Gleichung

Gebiet wird mit einem regelméaBigen (strukturierten) Gitter versehen

Werte von f an den Gitterknoten werden als Lésung eines Gleichungssystems erhal-
ten

e Bsp.: Finite-Differenzen-Methode (FDM)
2. numerische Integration:

e Differentialgleichung und Randbedingungen werden in Gleichungen umgewandelt, die
bestimmte Integrale enthalten (Integralgleichungen)

e (auch unregelmaBiges) Gitter im Gebiet oder auf Teilen davon

e Integrale werden durch Summen Uber Funktionswerte von f in den Gitterpunkten
angendhert

e Werte von f an den Gitterknoten werden als Lésung eines Gleichungssystems erhal-
ten

e Bsp.: Finite-Elemente-Methode (FEM), Randelemente-Methode (BEM)

Nicht jedes Verfahren ist flr jedes Problem einsetzbar. Welches numerische Verfahren fir eine
bestimmte Aufgabenstellung zu Einsatz kommt, hangt darGber hinaus auch davon ab, welcher
Aufwand mit der Berechnung verbunden ist.

Zwei Verfahren, die fur Akustik von besonderer Bedeutung sind, werden im folgenden vorge-
stellt.



Bild 2: Zwei mdgliche FEM-Berechnungsgitter zur Berechnung des Schallfeldes in einem vereinfach-
ten Pkw-Innenraum. Links: Hexaeder-Elemente, Rechts: Tetraeder-Elemente

2 Finite-Elemente-Methode(FEM)

Bei der FEM wird das Gebiet durch das Gitter in einzelne Teilgebiete, die finiten Elemente, zerlegt
(Beispiele siehe Bild 2). Die gesuchte Funktion, z.B. die Schalldruckverteilung p(x) wird durch
Interpolation angenahert und durch die (unbekannten) Werte p; in den zum Element gehdrenden
Knoten ausgedrlckt:

p(x) =Y. Ni(x)pi =N'p. )

Die Interpolationsfunktionen N; sind die so genannten Formfunktionen, z.B. lineare Funktionen,
die so gewahlt werden, dass sie jeweils nur in einem Knoten den Wert 1 haben und in allen
anderen Knoten verschwinden.

Der né&chste Schritt ist die Umformung der Differentialgleichung in eine Integralgleichung, hier
am Beispiel der akustischen Wellengleichung (in komplexer Schreibweise):

Ap+k*p=0. (2)

Zunachst wird mit einer beliebigen (beschrankten) Hilfsfunktion w multipliziert und dann Uber das
Elementvolumen integriert:

/W(Ap+k2p)dV=0 (3)
v

AnschlieBend wird die erste Greensche Formel zur Umformung dieses Integrals angewendet und
auBerdem die in (1) angegebene Interpolation flr p und ebenso fur w eingeflihrt, so dass sich:

/ wIVNVNTp — 2w NNTpdV = / wINVpd 7 (4)
\%4 S



ergibt. Nun kann die Hilfsfunktion wieder entfernt werden:

( / VNVNTaV — k2 / NNTdV> p= / NVpd 7o (5)
14 14 S

Damit ist ein Gleichungsystem fir p (enthélt die Knotenwerte p;) aufgestellt. Die auftretenden
Integrale, die nur die Formfunktionen und deren Ableitungen enthalten, werden numerisch be-
rechnet. Die rechte Seite ist als Randbedingung nutzbar und der auftretende Ausdruck Vp muss
nicht ausgerechnet werden. Da (5) jeweils nur innerhalb eines Elementes gilt, wird die rechte Sei-
te zur Verknlpfung des Gleichungsystems mit dem anderer Elemente genutzt (Die Details dazu
sind hier fortgelassen). Somit entsteht ein groBes Gleichungssystem, dass gelést werden kann.
Dabei sind in der Akustik prinzipiell zwei Falle zu unterscheiden:

e keine Berlcksichtigung auBBerer Anregung: Eigenfrequenzen (Resonanzen) und zugehdri-
ge Schwingungszustande werden berechnet (Modalanalyse, Bild 3)

e mit Berucksichtigung &uBerer Anregung: Schallfeld infolge einer oder mehrerer Quellen
wird berechnet (harmonische bzw. transiente Analyse, Bild 4)

Damit die mit der FEM erhaltene Naherungslésung noch brauchbar ist, diirfen die Elemente nicht
zu grof3 gegenuber der Schallwellenlange sein. Als Faustregel gilt, dass mindestens 6 Elemen-
te pro Wellenlange vorgesehen werden mussen. Mit steigender Frequenz bzw. gré3eren Ab-
messungen des Berechnungsgebietes steigt der Aufwand stark an und wird bald nicht mehr be-
herrschbar. Derzeit ist die Behandlung von Problemen mit etwa 107 Unbekannten auf gréBeren
Rechnern méglich. Ubliche Rechenzeiten liegen fiir praktische Probleme dabei im Bereich von
vielen Stunden bis zu einigen Tagen.

Der fiir die Akustik wichtige Fall der Schallausbreitung tber groBe Entfernungen (viele Wel-
lenlangen bzw. bis ins Unendliche) ist nicht ohne weiteres mit der FEM zu behandeln, da das
gesamte Gebiet mit einem Rechengitter versehen werden misste und die Anzahl der Unbekann-
ten viel zu grof3 werden wirde. Eine Alternative bietet das im folgenden Abschnitt beschriebene
Verfahren.

3 Randelemente-Methode (Boundary Element Method, BEM)

Zum Verstandnis der diesem Verfahre zugrunde liegenden Idee sei noch einmal die allgemeine
Aufgabenstellung nach Bild 1 betrachtet. Oft gentgt es, die gesuchte Funktion f (z.B. Schall-
druckverteilung p) nur in einem Teil des Gebietes zu kennen. In diesem Fall reicht es aus, f nur
auf dem Rand des Gebietes zu bestimmen und daraus dann die gesuchten Funktionswerte im
Innern des Gebietes zu berechnen.

Ausgangspunkt flr ein solches Verfahren ist eine Integralgleichung der Akustik, die so ge-
nannte Kirchhoff-Helmholtz-Integralgleichung (KHI). Sie besagt, dass der Schalldruck an einem
Punkt ¥ innerhalb, auf dem Rand und auBerhalb des Gebietes V bestimmt werden kann, wenn
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Bild 3: Ergebnisse einer Modalanalyse eines Pkw-Innenraums: Schalldruckverteilungen bei vier ver-
schiedenen Eigenfrequenzen
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Bild 4: Berechnung des Ubertragungsverhaltens eines Schallddmpfers Links: verwendetes Berech-
nungsgitter, Rechts: UbertragungsmaB in dB als Ergebnis einer harmonischen Analyse
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Bild 5: AuBenraumproblem: Durch einen diinnen Schlauch und eine Hillflache in unendlicher Entfer-
nung wird das auBerhalb des Randes liegende Gebiet zu einem innerhalb des Randes liegenden

die Schalldruckverteilung (1.Term) und die Normalenableitung des Schalldrucks (=Schallschnel-
le, 2.Term) auf dem Rand des Gebietes S bekannt sind:

- - 0 ?gZV;
— JdG(X,Y — —. dp(X — — LN
[(r®) 28T Gx )28 Yas(®) = p(¥){ L, Tes ©)
S an on 2 -
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G ist die Greensche Funktion der akustischen Wellengleichung (fir den dreidimensionalen Fall:
e /¥ J4mr).

Bevor aber die Gleichung zur Berechung des gesuchten Schalldrucks verwendet werden
kann, missen der Schalldr_u}ck und die Schallschnelle auf dem Rand bekannt sein.

Liegt auch der Punkt Y auf dem Rand, so taucht der gesuchte Schalldruck auf dem Rand
auf beiden Seiten der Integralgleichung auf. Wird nun der Rand ahnlich wie bei der FEM in ein-
zelne Knoten und (Rand-)Elemente zerlegt und p mit Hilfe von Formfunktionen interpoliert, dann
kann das Integral als Summe ausgedriickt werden. Der Schalldruck an einem bestimmten Rand-
punkt(=Knoten) ergibt sich dann aus der Summe, in der die Schalldriicke und Schallschnellen an
allen anderen Knoten enthalten sind. Werden so alle N Knoten betrachtet ergibt sich ein Glei-
chungsystem, das N Gleichungen und 2N Unbekannte enthalt, namlich p und dp/d 7 an allen
Knoten. Mit Hilfe von N Randbedingungen fiir p oder dp/d 7" erhalt man die fehlenden N Glei-
chungen und kann das Gleichungsystem und damit die gestellte Berechnungsaufgabe lésen.

Mit einem kleinen gedanklichen Trick kann man sich klar machen, dass das Verfahren auch
funktioniert, wenn das Gebiet auBerhalb des Randes liegt (Aussenraum-Problem, Bild 5). Dazu
wird der Rand um einen kleinen, diinnen Schlauch mit vernachlassigbar kleiner Oberflache mit
einer zweiten Berandung verbunden, die sich unendlich weit weg befindet. Somit befindet sich
das Gebiet innerhalb des so neu definierten Randes, jedoch tragen Schlauch als auch unendlich
weit entfernte Oberflache nichts zum Integral in (6) bei.
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Bild 6: Frontaler Einfall einer ebenen Schallwelle auf ein Modell eines menschlichen Kopfes und Torso.
Links: verwendetes Modell und Visualisierungsflache, Mitte: Berechnungsgitter, Rechts: berechnete
Schalldruckverteilung bei 1600 Hz (Quelle: Jan Rejlek ,Modellierung der Schallstreuung mit Hilfe der
Randelementemethode” Diplomarbeit CVUT Praha 2004)

Besonders die Mdglichkeit, Schallfelder auBerhalb einer Randflache mit beherrschbarem Auf-
wand zu berechnen, macht die BEM zu einem attraktiven Werkzeug der Akustik. Ein Beispiel zeigt
Bild 6, wo die Schalldruckverteilung an einem Torso mit Kopf berechnet wurde.

Bei der BEM mussen deutlich weniger Unbekannte bestimmt werden als bei der FEM. Al-
lerdings ist der Aufwand zur Lésung des Gleichungssystem héher. Deshalb sind nur etwa 10°
Unbekannte praktisch beherrschbar. Um die Vorteile beider Verfahren zu nutzen, lassen sich
FEM und BEM auch gekoppelt anwenden.



