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lll. Erfassen physikalischer Signale

Nachdem wir bisher die Eigenschaften von Signalen und von Rauschen
bzw. Stérungen in idealisierter Form behandelt haben, soll im folgenden
der ,reale“ physikalische MeBprozel3 im Vordergrund stehen. Bei einem
derartigen MelBprozel3 kann man die im folgenden skizzierten grundsatzli-
chen Elemente zumeist abgrenzen:
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Abb. 3.1: Typischer MeBaufbau

Die zu bestimmende physikalische GréBe kann beispielsweise der Schall-
druck, die Lichtintensitat, der ZerfallprozeB3 einer radioaktiven Substanz
oder andere mikroskopische oder makroskopische GréBen sein. Diese
GréBe wird mit einem geeigneten Sensor (MeBwandler bzw. MeBaufneh-
mer) zumeist in eine elektrische Spannung umgesetzt, die dann weiter-
verarbeitet bzw. aufbereitet wird. Zur Auswertung mul3 dieses elektrische
Signal dann aufgenommen werden, um dann gespeichert, weiterverarbei-
tet oder z. B. graphisch ausgegeben zu werden. Diese Weiterverarbeitung
kann auch die vorhergehenden Elemente der MefBanordnung beeinflus-
sen, z. B. zur Einstellung eines geeigneten MelBbereichs oder zur Einstel-
lung der geeigneten TiefpaBfrequenz eines Filters.

In oben stehender Tabelle sind neben den technischen Systemen auch in
einem groben Vergleich die Sinnesorgane aufgefuhrt, die beim Menschen
zu einer ahnlichen Erfassung von physikalischen GréBen benutzt werden.
Bei dem Schalldruck sind neben dem technischen System des Mikro-
phons die im Innenohr angesiedelten Haarzellen zu betrachten, die me-
chanische Bewegungen in Rezeptorpotentiale umwandeln. Analog zu
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dem einem Mikrophon nachgeschaltetem Verstarker und Tiefpaf3filter (zur
Unterdrickung des Rauschens) kann beim Ohr als Vorverarbeitungsstufe
der H6rnerv angesehen werden, bei dem ein GroBteil der im akustischen
Signal enthaltenden Schallinformation bereits entfernt worden ist, so dafi3
bereits eine Informationsreduktion stattgefunden hat. Den bei der
Schallaufnahme vom Computer mit AD-Wandler tbernommenen Teil wur-
de im Fall des Ohrs das Gehirn spielen.

Bei der Messung der Lichtintensitat ware das der (technischen) Fotodiode
analoge System die Fotorezeptoren des Auges, die Lichtenergie in neuro-
nale Impulse umwandeln. Die Vorverarbeitung, die im Fall der Fotodiode
durch einen Lock-In Verstarker (s. u.) zur Stérgerduschreduktion durchge-
fuhrt wird, wirde beim Auge durch die neuronale Verschaltung der Netz-
haut bewerkstelligt werden, wahrend die Einheit aus Sehnerv und Gehirn
wieder dem technischen System aus AD-Wandler und Computer bzw.
Magnetband-Rekorder oder Papierstreifen-Rekorder analog wére.

Aus der Analogie-Betrachtung zwischen einem physikalischen Mef3system
und einem physiologischen Sinnesorgan kann zum einen die Parallele
zwischen dem physikalischen MeBprozeB und dem fiir das Uberleben des
Individuums notwendigen stédndigen Erfassens der Umwelt gezogen wer-
den. Andererseits kann bei ausgewdahlten physikalischen Mef3vorgéangen
(z. B. Erfassung des Schalldrucks und der Lichtintensitat) anhand des
Vergleichs mit dem Auge bzw. dem Ohr festgestellt werden, wie sehr un-
sere zur Verfugung stehenden Techniken noch hinter der Leistungsfahig-
keit unserer Sinnesorgane hinterherhinken. Im folgenden sollen die Ele-
mente dieser prinzipiellen Me3anordnung anhand einiger exemplarischer
Beispiele naher behandelt werden.

lll.1 Beispiel: Mikrophon

Als erstes Beispiel fur einen physikalischen MeBwandler sei das dynami-
sche Mikrophon betrachtet. Bei ihm wird durch den Schalldruck eine
Membran in Schwingungen versetzt, die mit einer konzentrisch in einem
homogenen Magnetfeld aufgehangten Schwingspule verbunden ist. Durch
Bewegung des Leiters in dem Magnetfeld wird eine Spannung induziert,
die der Magnetfeldstéarke B und der L&nge der Leiterschleife | proportional
ist. Diese Spannung wird abgegriffen und als Ausgangsspannung des
Mikrophons verwendet, die ein Mal3 fir den Schalldruck bzw. die Schall-
schnelle darstellen soll.
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Abb. 3.2: Dynamisches Mikrophon

Unter Verwendung der zweiten elektromechanischen Analogie (d. h. Pro-
portionalitatsbeziehung zwischen Spannung und Schallschnelle bzw.
Strom und Schalldruck) kann ein elektrisches Ersatzschaltbild des dyna-
mischen Mikrophons wie folgt aufgestellt werden:
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Abb. 3.3: Elektrisches Ersatzschaltbild des Mikrophons

Die ideale Strom- bzw. Spannungsquelle bezeichnet das ,ideale“ Mikro-
phon, bei dem die Spannung proportional zur anliegenden Schallschnelle
und der Strom proportional zum anliegenden Schalldruck ist. Die Parallel-
schaltung aus Induktivitat L, Widerstand R und Kapazitat C bezeichnet die
Steifigkeit der Aufhadngung der Membran, die Reibungsverluste (ein-
schlieBlich der verrichteten, akustischen Wirkleistung) und die Membran-
masse. Die Induktivitdt und der ohmsche Widerstand der Schwingspule
wird dagegen durch die Langs-Wechselstrom-Widerstédnde R, und L_ ge-
kennzeichnet. Aufgrund dieses Ersatzschaltbildes ergibt sich als Ubertra-
gungsfunktion des dynamischen Mikrophons (d. h. Verhéltnis zwischen
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Ausgangs-Spannung- und Eingangs-Schalldruck) eine Charakteristik, die
einen Abfall zu hohen und niedrigen Frequenzen beinhaltet:
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Abb. 3.4: Ubertragungsfunktion des Mikrophons (schematisch)

Die untere Grenzfrequenz f, wird dabei durch die Nachgiebigkeit der Auf-
hangung bestimmt, da die Induktivitdt L bei niedrigen Frequenzen als
KurzschluB3 wirkt. In der Nahe der Resonanzfrequenz

B 1

f =—— 1.1
e s (1)

ist die Ubertragungsfunktion maximal und nimmt in der Nahe dieser Re-
sonanzfrequenz einen relativ konstanten Verlauf an, wahrend die obere
Grenzfrequenz f, durch die Membranmasse bedingt ist, die im elektrischen
Ersatzschaltbild einen Kurzschlu3 durch die Kapazitat C verursacht.

Von praktischer Wichtigkeit ist nun die GréBe der am Mikrophon mef3ba-
ren Rauschspannung

U, = V4RKT - Af (11.2)

Diese Rauschspannung kann als thermisches Rauschen an dem Innen-
widerstand R angesehen werden, wobei im Unterschied zu Kapitel Il der
Faktor 4 in der effektiven Rauschleistung zum einen durch die Zusam-
menfassung von negativen und positiven Frequenzen (Af wird nur fir den
Bereich positiver Frequenzen angegeben ) und zum anderen durch die
Darstellung als Spitzenwert (und nicht als Effektivwert) zustande kommt.
Diese Angabe entspricht jedoch der allgemein Ublichen Konvention. Es ist
dabei zu beachten, daf3 in dem Ersatzwiderstand R kein elektrischer,
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sondern ein akustischer Wirkwiderstand zu verstehen ist, so daf3 hier die
Fluktuationen der Luftteilchen einen ahnlichen Effekt haben, wie die Fluk-
tuationen der Ladungstrager beim reinen ohmschen Widerstandsrau-
schen.

Bei einem typischen dynamischen Mikrophon mit R =200 Ohm,
Af =20 kHz und T = 300 K betragt U, etwa 0,3 pV, so daf3 der Pegel des
Rauschens L, bei ungefahr 16 dB liegt (Fur eine typische Mikrophonemp-
findlichkeit von 2 mV/Pa). Damit entspricht ein reales Mikrophon einem
rauschfreien idealen Mikrophon und einem Rausch-Schallfeld von 16 dB.
Selbst unter Verwendung eines der rauscharmsten Mikrophone, einem
Kondensatormikrophon mit einem Durchmesser von 2,54 cm, betragt der
aquivalente Rausch-Pegel etwa 13 dB(A), (d. h. bei niedrigerer Gewich-
tung von niedrigen und hohen Frequenzen, die als A-Gewichtung be-
zeichnet wird und die in Anlehnung an die Lautstarkenwahrnehmung im
Gehdr bei niedrigen Pegeln vorgenommen wird). Es ist dagegen die Leis-
tungsféahigkeit des Ohres hervorzuheben, das im wesentlichen bei gesun-
den Probanden kein Rauschen oberhalb der Horschwelle wahrnehmen
lanBt, so dal der dquivalente Pegel des Rausch-Schallfeldes 0 dB(A) ware.

Die Empfindlichkeit und die Rauscharmut des Ohres wird daher nur mit
einem sehr hohen technischen Aufwand von derzeitigen technischen Sys-
temen erreicht. Dieses zunachst erstaunlich klingende Resultat wird durch
die massive parallele Verarbeitung von Informationen im Gehér ermdg-
licht, bei der eine uniubersehbare Vielzahl von Nervenfasern die akusti-
sche Information in aufbereiteter Form dem Gehirn zutragt, so daf3 durch
Parallelverarbeitung eine hohere Mittelung und damit eine bessere
Rauschunterdrickung als mit nur einem als Sensor dienenden techni-
schen Mikrophon hervorgerufen wird.

l11.2 Fotodiode

Als zweites Beispiel fur einen MeBwandler soll die Fotodiode betrachtet
werden, die fir die Messung der Lichtintensitat eingesetzt wird, d. h. der in
der Fotodiode induzierte Fotostrom ist proportional zu der Intensitat des
einfallenden Lichtes. Das grundlegende Problem eines derartigen Fotode-
tektors ist dabei die Quantisierung der elektromagnetischen Strahlung: Bei
einer vorgegebenen Wellenlange bzw. Frequenz des zu detektierenden
Lichts, d. h. bei vorgegebener Energie E=h-v des Lichtquants, ist die
Schwankung (Standardabweichung) der Anzahl der Photonen genauso
grof3 wie die erwartete Anzahl der Photonen. Diese zumindestens fir klei-
ne Wellenlangen zu beobachtende Proportionalitat ist bedingt durch den
zugrundeliegenden Poisson-Prozef3. Fur kleine Energien bzw. gro3e Wel-
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lenlangen geht die erwartete Schwankung der Photonenzahl (und damit
die Leistung des Quantenrauschens) allerdings nicht gegen 0, sondern
gegen einen Grenzwert, der durch die Bose-Einstein-Statistik bestimmt
wird. Die spektrale Leistungsdichte des Quantenrauschens W(v) betragt
demnach:

W(v)=h-v+ hv 1(Bose-Einstein-Sta’[is’[ik)
€

hv/kT _

— hv fiir T>>h—kv (111.3)

wlv)
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Abb. 3.5: Leistungsdichte des Quantenrauschens W(v)

Fir sichtbares Licht ist W(v) proportional hv, d. h. das aufgrund der Quan-
telung der Lichtenergie im Fotodetektor auftretende Quantenrauschen ist
proportional zu der Frequenz des beobachteten Lichts. Fur die Fotodiode
als speziellen Lichtdetektor sieht der Aufbau schematisch folgenderma-
Ben aus:

Metall
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SiO,

Si

Abb. 3.6: pn-Fotodiode

Es handelt sich dabei um eine in Sperrichtung betriebene Halbleiter-
Diode, bei der aufgrund der angelegten Spannung samtliche Ladungs-
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trager im Grenzbereich zwischen der p-dotierten und der n-dotierten
Schicht ,abgesaugt® werden. Jedes in diese Sperrschicht eindringende
Photon kann nun ein Ladungstrdgerpaar erzeugen, das zu einem
StromfluB3 flhrt, bei dem das erzeugte Elektron zum Plus-Pol und die er-
zeugte Fehlstelle zum Minus-Pol wandern. Der resultierende Photostrom |
hangt dabei von der Elementarladung e, der optischen Eingangsleistung P
und dem Quantenwirkungsgrad n ab:

I=e-— N =s-P 1.4
e =S (111.4)

Der Quotient hi gibt damit die Zahl der Photonen pro Zeiteinheit an, die
v

auf die Fotodiode eintreffen. Der Quantenwirkungsgrad n gibt dabei an,
wieviel Prozent der einfallenden Photonen tatsachlich zu dem Stromflu3
beitragen. Die GréBen e, hv und n lassen sich zu der Empfindlichkeit des
Detektors s zusammenfassen, fir die gilt:

e A
s:—n:

- 1.5
hy | 124 (0l-3)

Die Empfindlichkeit s des Detektors hédngt dabei von der Wellenlange des
zu empfangenden Lichts ab und ist fir verschiedene Detektorarten in fol-
gender Abbildung aufgetragen:

s=I/PA
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Abb. 3.7: Empfindlichkeit s=I/P
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In der Abbildung ist neben der Abhangigkeit der Empfindlichkeit des De-
tektors s von der Wellenlange A fir unterschiedliche Quantenwirkungs-
grade m die theoretisch maximal erreichbare Empfindlichkeit fir Silizium
und Germanium als géngige Halbleiter-Materialien angegeben. Ebenfalls
ist die Empfindlichkeit fir einen Photomultipler mit einer bzw. zwanzig Ka-
thoden (S1 bzw. S20) angegeben. Die Empfindlichkeit des Auges liegt im
Loptimalen® Spektralbereich tber 10 % und liegt damit sehr dicht an dem
theoretisch erreichbaren Optimum. Das Auge erweist sich damit als ein
sehr leistungsfahiger und empfindlicher Fotodetektor, in dem fast jedes
einlaufende Photon in dem empfindlichsten Frequenzbereich auch in eine
Wahrnehmung umgesetzt werden kann. Flr den Bereich der Fotodetekto-
ren schneidet das Auge als physiologisches System im Vergleich mit dem
technisch realisierbaren Systemen insgesamt daher sehr gut ab.

lll. 3 Vorverarbeitung

Nachdem mit den bisher behandelten Wandlern die physikalische Mef3-
gréBe in ein (zumeist) elektrisches Signal gewandelt wurde, findet eine
Vorverarbeitung statt, die z. B. auf Verminderung von stérenden Anteilen
im Signal (z. B. Verminderung von Rauschen) abzielt. Bei der Korrelati-
onsanalyse, die in der MeBtechnik dem Lock-In-Verstarker zugrunde
liegt, geht man davon aus, daf3 das eigentliche Nutzsignal von einem un-
korrelierten, statistischen Rauschprozef3 Uberlagert ist. Das Nutzsignal ist
zudem periodisch mit einer Grundfrequenz f, Falls diese Bedingung fir
das Nutzsignal nicht erfillt ist, wird es in der Mef3technik zu einem peri-
odischen Signal gemacht, z. B. durch Verwendung eines ,,Choppers®, der
den Lichtstrahl periodisch unterbricht. Die Aufgabe ist es nun, die Leistung
des Nutzsignals s(t) und seine Phasenlage bzgl. eines Referenzsignals
mit der Periode f, aus dem vorliegenden Gemisch (d. h. der Summe aus
n(t) und s(t)) zu extrahieren. Der prinzipielle Aufbau eines Lock-In-
Verstarkers ist dabei folgendermalen:

ytj=sthj+n(t) S % ® J—a

X
Verstérker BandpaB| Muliipligierer Tiefpal

0

0

Referenzsignal
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Abb. 3.8: Lock-In-Verstarker

Das Summensignal y(t)=n(t)+s(t) wird zunachst verstarkt, bandpassgefil-
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tert (zur Beschrankung auf den Frequenzbereich, der ohnehin nur von
Interesse ist, die Bandpassfilterung kann auch entfallen), multipliziert und
tiefpassgefiltert. Als zu multiplizierendes Signal wird ein rechteckférmiges
Signal mit der Grundfrequenz f, verwendet, das von einem Referenzsignal
mit derselben Frequenz abgeleitet wird. Dieses Referenzsignal ist also mit
dem Nutzsignal korreliert, bzw. wird bei der Periodisierung des Nutzsig-
nals gewonnen. Aus diesem Referenzsignal werden zwei Rechtecksignale
gewonnen, die jeweils um 90 Grad gegeneinander phasenverschoben
sind, und mit dem gefilterten Nutzsignal multipliziert werden. Der an-
schlieBende Tiefpal3 erzeugt den zeitlichen Mittelwert des Ausgangs die-
ser Multiplikatoren, so daf3 durch die Kombination aus Multiplikation und
Mittelung das Korrelationsintegral approximiert wird. An den Ausgangen
a,(t) und a,(t) liegt dann die ,effektive” Amplitude des Nutzsignals an, das
0° bzw. um 90° phasenverschoben mit dem Referenzsignal in dem Sum-
mensignal Y(t) enthalten ist. Auf diese Art und Weise kann die Amplitude
und Phasenlage des Nutzsignals selbst bei relativ unginstigen Signal-
Rauschverhéltnissen im Summensignal genau bestimmt werden. Die Mul-
tiplikation mit dem Rechteck und anschlieBende Tiefpalfilterung I&B3t sich
im Zeit- und Frequenzbereich folgendermafen beschreiben:

Ausgangssignal:

y(O)-(rect , () LLI, (1)#h(t)

2f, fs

(111.6)

H(E) [ (N(F) +S(£))* Y

= 8(f - (2k—Df,)
“ (2k-Df, ¢

Im Frequenzbereich kann die Funktionsweise des Lock-In-Verstarkers
daher als Verschiebung des Orginal-Spektrums um ein jeweils ungradzah-
liges Vielfaches der Frequenz f_ aufgefal3t werden, von dem die anschlie-
Bende Tiefpal3filterung gerade den Gleichanteil heraussiebt. Dies bedeu-
tet ein Heraussieben der bei (2K - 1)-f, liegenden Komponenten von Y(f),
d. h. sémtlicher ungradzahliger harmonischen Komponenten des periodi-
schen Nutzsignals.
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Abb. 3.9: Verdeutlichung des Vorgangs im Frequenzbereich

Je niedriger die Eckfrequenz des nachgeschalteten Tiefpaffilters (und
dementsprechend je langer die ,effektive” Integrationszeit), desto schéarfer
werden die periodischen Komponenten des Nutzsignals von dem kontinu-
ierlichen Spektrum des Stdrsignals getrennt. Die Phasenlage von s(t) wird
gerade durch den arctan des Verhéltnisses von a,(t)/a,(t) angegeben.
Aufgrund dieser beim Lock-In-Verstarker erfolgenden Phasendetektion
und Herausfilterung des Gleichanteils wird das Verfahren auch als pha-
senempfindliche Gleichrichtung bezeichnet. Durch die Umwandlung
des Referenzsignals in ein Rechtecksignal mit zwei unterschiedlichen
Phasenlagen wird beim Lock-In-Verstéarker das Nutzsignal allerdings nicht
direkt mit dem Referenzsignal korreliert, sondern mit einer generalisierten
Form des Referenzsignals, das sémtliche ungradzahligen Harmonischen
beinhaltet. Diese Art der Korrelationsanalyse ist sinnvoll, wenn man auf3er
der Periodizitat des Nutzsignals wenig Information tUber das zu erwartende
Nutzsignal hat. Wenn allerdings die Zeitfunktion des Nutzsignals (bis auf
einen Amplitudenfaktor und eine Zeitverzdgerung) bekannt sind, kann der
Rechteckgenerator entfallen und das Schaltbild des Lock-In-Verstarkers
geht in die bereits oben behandelte Korrelationsanalyse uber. Somit stellt
sich der Lock-In-Verstarker als eine weit verbreitete, in der Mef3technik
gebrauchliche Form der Korrelationsanalyse dar.

Ein wesentlicher Nachteil des Lock-In-Verstéarkers ist jedoch die Tatsache,
daf3 die Zeitfunktion verlorengeht und nur die Amplitude und die Phasen-
lage extrahiert wird. Um dieses Problem zu umgehen und dennoch eine
wirksame Rauschbefreiung durchzufiihren, wird ein Boxcar-Verstéarker
eingesetzt. Die grundlegende Idee besteht darin, dafl3 das Signal zu einem
festen Zeitpunkt der Periode abgetastet wird und dieser Abtastwert Uber
mehrere Perioden gemittelt wird. Dabei nimmt das Nutzsignal immer den-
selben Wert an, wéhrend sich der statistisch fluktuierende Anteil des Stor-
signals herausmitteln soll, so dal3 mit zunehmender Anzahl von Mittelun-
gen eine Verbesserung des Signal- Rauschabstandes zu erzielen ist.
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Der grundlegende Aufbau sieht wie folgt aus:

yit)=s(t)+n(f)

5 Sample TiefpaB /
[> + Hold Integrator

Hold

>— s Phasenschieber/
Trigger

Referenzsignal:
Frequenz fs

Abb. 3.10: Schaltbild des Boxcar-Verstarkers

Das Summensignal y(t) = n(t) + s(t) wird nach Verstarkung einem ,Sample
and Hold“ zugefuhrt, d. h. einer Schaltung, die bei Triggerung durch ein
externes Signal die gerade anliegende Eingangsspannung am Ausgang
konstant halt (,hold“). Dieses Triggersignal wird vom Referenzsignal mit
der Frequenz f, abgeleitet, wobei jeweils ein bestimmter Phasenwinkel
eingehalten wird. Der Ausgang des ,Sample and Hold“ wird tiefpassgefil-
tert, so dal3 Uber mehrere Perioden gemittelt wird und sich der Rauschan-
teil herausmitteln kann. Nach N Mittelungsperioden addiert sich der Nutz-
Signalanteil zu einer Amplitude, die proportional zu N ist, da die Amplitu-
den des Nutzsignals koharent aufaddiert werden. Die gemittelte Amplitude
des statistischen Rausch-Anteils steigt dagegen nur mit +/N , weil sich die
Rausch-Signale inkoharent aufaddieren und damit nur die Leistung auf-
addiert wird. Ein weiterer ,Trick“ beim Boxcar-Verstérker ist das langsame
Verschieben des Trigger-Zeitpunktes, so daf3 sich die gesamte gesuchte
Wellenform als Funktion der Zeit darstellen 1aB3t. Dieser Trick wird auch
beim Sampling-Oszilloskop angewandt. Anstelle des Verschieben des
Trigger-Zeitpunktes kbnnen auch mehrere Boxcar-Verstarker mit zeitver-
setztem Trigger-Zeitpunkt parallel eingesetzt werden, so daf3 die gesamte
Wellenform zeitgleich in unterschiedlichen Ausgangen der jeweiligen Ver-
stéarker abgebildet (abgetastet) wird. Diese teure Alternative zum Boxcar-
Verstarker wird als Transientenrekorder bezeichnet. Er wird Uberall dort
eingesetzt, wo Zeitvorgange mit sehr hoher Geschwindigkeit abgetastet
werden mussen.

lll. 4 Digitalisierung

Bis jetzt wurde die Vorverarbeitung von Signalen besprochen, die zum
gréBten Teil mit analoger Technik durchgefihrt werden kann. Zur exakten
Speicherung und Bearbeitung von Signalen hat sich jedoch in letzter Zeit
zunehmend die Digitaltechnik etabliert, bei der die analogen Eingangs-
gréBen in digitale, mit dem Computer darstellbare Werte umgewandelt
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und weiterverarbeitet werden. Diese Digitalisierung setzt dabei eine Um-
setzung der zeit- und wertekontinuierlichen analogen Signale in zeit- und
wertediskrete Zahlen folgen voraus, die an unterschiedlichen Speicher-
stellen im Computer abgespeichert werden kénnen. In der Praxis wird die-
se Diskretisierung zumeist mit einem Analog-Digital-Wandler (A/D-
Wandler) durchgeflhrt.

S(t) Sd(nT) 1

/\\ Qo TTT ol

VA T '

Abb. 3.11: A/D Wandlung

Je nach Anwendungsbereich des A/D-Wandlers gibt es verschiedene
praktische Realisierungen, die sich in deren Pré&zision und ihrer Wand-
lungsgeschwindigkeit unterscheiden. Als Beispiel sei hier ein nach dem
Wégeverfahren bzw. der sukzessiven Approximation funktionierender
A/D-Wandler aufgefuhrt:

2 5
4 .
_s(t) ,|sample| S0 Dy Successive
& Hold i Approximation
X > Register
S(nT)ist
6
1 | Clock D
A .
Conversion
3 Complete

Digital Output

Abb. 3.12: A/D-Wandler

Mit Hilfe eines Taktgebers (Clock, (1)) wird der Abtastzeitpunkt vorgege-
ben, der typischerweise bei einer Flanke eines rechteckférmigen Trigger-
Signals stattfindet. Der analoge Signalwert s(t) wird mit einem Sample-
and Hold-Schaltkreis (2) auf einen festen Wert festgehalten, so daf3 wah-
rend der nachfolgenden Umwandlung der Eingangswert sich nicht mehr
zeitlich andert. Dieser analoge ,Soll“-Wert s(nT)_,, wird nun mit dem digita-
len Ist-Wert verglichen, indem mit Hilfe eines Digital-Analog-Wandlers
(D/A-Wandler, (3)) der aktuelle digitale Wert wieder in einen analogen
Wert verwandelt wird. Mit Hilfe eines Komparators (4), d. h. Operations-
verstarker mit invertierendem und nichtinvertierendem Eingang, wird die
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Differenz zwischen dem Soll- und dem Ist-Wert gebildet. Je nachdem,
welches Vorzeichen diese Differenz annimmt, wird der digitale Ist-Wert im
»ouccessive-Approximation-Register* (5) verandert. Dabei wird zunéchst
das héchstwertigste Bit (d. h. das Vorzeichen-Bit) verédndert und sukzessiv
die nachfolgenden Bits. Sobald der Ist- und der Soll-Wert bis auf einen
Fehler Gbereinstimmen, der durch die Anzahl der Bits des A/D-Wandlers
bestimmt ist, wird das Ausgangssignal ,Conversion Complete“ (6) vom
A/D-Wandler ausgegeben, das die erfolgreiche Wandlung des Analog-
Werts in eine digitale Zahl anzeigt.

Das hier vorgestellte Verfahren ist relativ langsam (d. h. die hdchsten
praktisch damit erreichbaren Sampling-Frequenzen liegen bei etwa 1
Mhz). A/D-Wandler fur héhere Abtastfrequenzen arbeiten dagegen paral-
lel und erfordern damit einen gréBeren Schaltungsaufwand. A/D-Wandler
mit besonders hohen Genauigkeitsanforderungen, aber geringeren
Geschwindigkeits-Anforderungen approximieren den erwinschten Wert
dagegen nicht sukzessive Bit fur Bit (d. h. logarithmisch), sondern durch
sukzessives Durchfahren aller méglicher Zustdnde. Der Quantisierungs-
fehler des hier vorgestellten A/D-Wandlers ist immer gréBer oder gleich
dem Fehler des dabei verwendeten D/A-Wandlers und insgesamt ist der
Schaltungsaufwand fiur A/D-Wandler wesentlich gréBer als fur vergleich-
bare D/A-Wandler.

Sowohl bei der Diskretisierung im Wertebereich (,Quantisierung®) als auch
im Zeitbereich (,Abtastung“) kdnnen Fehler auftreten, die im folgenden
betrachtet werden sollen. Der Quantisierungsfehler €, den man bei der
Abbildung eines wertekontinuierlichen, analogen Eingangssignals s in ein
wertediskretes Ausgangssignal Z macht, ist in folgender Abbildung darge-
stellt:

Ausgang Z 1 Z=s (Idealfall)

Eingangssignal s

} L
\ } q Quantisierungsstufe
€ = Quantisierungsfehler

Abb. 3.13: Quantisierungsfehler
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Wenn durch q die Quantisierungsstufe bezeichnet wird, ist der Quantisie-

rungsfehler € auf dem Bereich von —% bis +% beschrankt:

(111.7)

|
S Nl
IN
()
IN
SR a)

Unter bestimmten Voraussetzungen kénnen wir annehmen, daB der
Quantisierungsfehler € eine gleichverteilte ZufallsgréBe ist, deren zeitlicher
Verlauf das sogenannte Quantisierungsrauschen bildet. Die Wahr-
scheinlichkeitsdichtefunktion p(e) nimmt dann folgende Form an:

P(e)

A

1/q

-q/2 q/2

Abb. 3.14: Wahrscheinlichkeitsdichte des Quantisierungsrauschens

Die Annahme eines gleichverteilten Quantisierungsfehlers gilt, wenn die
Signalamplitude sehr viel gréBer ist als die Quantisierungsstufe q und
wenn der Effekt der zeitlichen Diskretisierung (Abtastung) vernachléssigt
werden kann (d. h. wenn die Abtastrate wesentlich gréBer als die hdchste
im Signal vorkommende Frequenz ist). Die Leistung des Quantisierungs-
rauschens ist proportional zur Varianz o:der ZufallsgréBe ¢, die sich unter

der Annahme obiger Gleichverteilung berechnet zu:

o.= jez-p(e)dez—qz (111.8)

Wenn wir ferner annehmen, daB3 der Gesamt-Wertebereich des A/D-
Wandlers mit A bezeichnet wird (z. B. 5V oder 10 V) und mit W die
Wortbreite des A/D-Wandlers (z. B. 12 Bit), dann ist die Zahl der mit dem
A/D-Wandler darstellbaren Zahlen 2" (z. B. 2" = 4096), so daB sich die
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Quantisierungsstufe q berechnet zu:
q=2""-A (11.9)
(Mit obigem Beispielswerten ergibt sich q zu 2,44 mV)

Um nun den Effekt des Quantisierungsrauschens abschéatzen zu kénnen,
muf3 seine Leistung in das Verhaltnis zur Leistung des Eingangssignals
gesetzt werden. Unter der Annahme, dal3 das Eingangssignal ein voll
ausgesteuerter Sinus mit der Amplitude A/2 ist, berechnet sich die Leis-
tung dieses Eingangssignals o} zu:

1(AY 1
ol=—|2| =2q%2®V 11.10
S 2(2) 8q ( )

Das Verhéltnis aus maximaler Signalleistung und Leistung des Quantisie-
rungsrauschen (Signal-Rauschverhélinis oder Signal-to-Noise-Ratio,
SNR) errechnet sich damit zu:

— =2 (11.11)

Das Signal-Rauschverhélinis wird meistens in Dezibel (dB) angegeben,
also

F
o

SNR(dB)=1OIog( )zW-6dB+1,8dB (111.12)

Bei der oben angegebenen Rauschleistung des 12-Bit-Wandlers ergibt
sich damit ein max. SNR von 74 dB. In der Praxis ist das Signal-Rausch-
Verhéltnis jedoch wesentlich geringer, weil die Leistung des Quantisie-
rungsrauschens annahernd konstant ist, die Leistung des Eingangssignals
jedoch stark variiert. Dabei wird in der Regel der A/D-Wandler nicht voll-
stédndig ausgesteuert, um eine Reserve fir gréBere Eingangssignale zu
haben, die im Fall einer vollstandigen Aussteuerung nicht mehr richtig G-
bertragen werden konnten. In der Audiotechnik liegt die Aussteuerungsre-
serve bei etwa 10 bis 20 dB. AuBerdem ist bei realen A/D-Wandlern die
Wandlungsgenauigkeit schlechter als die kleinste Quantisierungsstufe,
weil die Quantisierungsstufen nicht fir alle méglichen Zahlenwerte die
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gleiche GréBe aufweisen. Durch diese Abweichung der Quantisie-
rungskennlinie von der idealen Form ist das Quantisierungsrauschen in
der Praxis gréB3er als hier berechnet, so daf3 bei einem 12-Bit-Wandler in
der Praxis ein nutzbarer Dynamikbereich von maximal etwa 50 dB resul-
tiert. Fiir hochwertige Audio-Ubertragungsanlagen (z. B. CD-Spieler, Digi-
tal-Audio-Tape(DAT)) wird daher eine Quantisierung mit 16 Bit vorge-
nommen, wobei die A/D-Wandlung z. T. mit einer noch héheren Auflésung
geschieht.

Wéahrend wir bisher nur die Diskretisierung im Wertebereich betrachtet
haben, soll nun die Diskretisierung im Zeitbereich betrachtet werden.
Um ein analoges Signal im Computer darstellen zu kdénnen, wird es zu
diskreten, aquidistant aufeinanderfolgenden Zeitpunkten abgetastet, so
daf3 das Signal s(t) in ein Signal

1 t
s,(nT) = s(t)E I_U(ﬂ (11.13)

umgewandelt wird.

Wenn mit S(f) das Spektrum des Signals s(t) bezeichnet wird, berechnet
sich das Spektrum S (f) des abgetasteten Signals zu:

S, (f) =S(E)* | |(T-f) = is(f—%) (I11.14)

n=—oo

Das Spektrum des abgetasteten Signals ist damit periodisch.

Falls das Original-Spektrum S(f) nun Anteile oberhalb von f/2 aufweist,
Uberlappen sich diese Bereiche mit der periodischen Wiederholung des
Spektrums, so daf3 sogenannte ,,Spiegelfrequenzen* auftreten. Ein der-
artiger Uberlapp verhindert es, durch ein ideales rechteckférmiges Tief-
paf3filter das Original-Spektrum aus dem periodischen Spektrum rekon-
struieren zu kénnen, da in dem rekonstruierten Spektrum noch ,umge-
kehrt* angeordnete Bereiche der periodischen Wiederholung des Spekt-
rums vorliegen.

Signal s(t) Signal s,(t)
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S«f A

| >

f an 1/T f

Abb. 3.15: Veranschaulichung des Abtasttheorems

S, (P
.
-1/T 1/T f

Abb. 3.16: Rekonstruktion mit idealem Tiefpaf3filter

Die Rekonstruktion des Original-Spektrums ist daher nur mdglich, falls

S(f) =0 furf=1f/2 (111.15)

Aus dieser als Abtasttheorem bezeichneten Beziehungen folgt, daf3 ein
Zeitsignal mit einer Abtastrate abgetastet werden muf3, die mindestens
dem doppelten der héchsten im Spektrum vorkommenden Frequenz ent-
spricht. In der Praxis wird die Einhaltung dieses Abtasttheorems zum ei-
nen dadurch sichergestellt, da3 vor dem Abtasten das Signal durch einen
analogen Tiefpaf3filter mit einer Eckfrequenz gefiltert wird, die unterhalb
der halben Abtastfrequenz liegt. Diese niedrigere Wahl der Eckfrequenz
ist notwendig, weil in der Praxis keine ,ideale“ Tiefpaf3filterung bei genau
der halben Abtastfrequenz mdglich ist und aufgrund der endlichen Filter-
flankensteilheit ein genugender ,Sicherheitsabstand“ vorgesehen werden
muf3. Alternativ kann die Abtastfrequenz so hoch gesetzt werden, daf3 in
den zu digitalisierenden Signalen keine spektralen Anteile oberhalb der
Abtastfrequenz mehr vorhanden sind. Dies ist z. B. bei Audiosignalen der
Fall, die fur Compact-Disc-Aufnahmen mit einer Abtastfrequenz von
44,1 kHz digitalisiert werden. Da das Leistungsspektrum von naturlichen
Musikinstrumenten und anderen Klangquellen (z. B. auch Sprache) ober-
halb von 10 kHz stark abféllt, ist oberhalb von 22 kHz nur noch ein so ge-
ringer Anteil der Signalleistung vorhanden, dal3 eine TiefpaBfilterung in
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der Regel nicht notwendig ist. Allerdings sind Extremfalle méglich, bei de-
nen das Leistungsspektrum erst langsam zu hohen Frequenzen hin abfallt
(z. B. elektronische Musikinstrumente, Blech-Schlaginstrumente), so daf3
ohne TiefpaBfilterung vor der Digitalisierung stérende Spiegelfrequenzen
im hdrbarem Frequenzbereich auftreten kdnnten. Um dies zu verhindern,
wird generell vor der Digitalisierung auch fur Audio-CD-Aufnahmen tief-
paB3gefiltert.

lI.5 Rekonstruktion eines digitalisierten Signals

Far den Fall, da3 man ohne Fehler das analoge Signal digitalisiert hat, ist
das nachste Problem die ,ideale“ Rekonstruktion des analogen Signals
aus dem digitalisierten Signal. Im Idealfall wird dies durch ein ,ideales®
Tiefpaf3filter durchgefihrt, daB rechteckférmig bei der halben Abtastfre-
quenz die hdéheren Frequenzen abschneidet und so die d-Pulsfolge des
digitalen Signals in ein kontinuierliches Zeitsignal zuriickverwandelt. In der
Praxis wird die Rekonstruktion durch einen Digital-Analog-Wandler (D/A-
Wandler) durchgefuhrt, der ein zeit- und wertediskretes Signal s (nT) in
ein zeitkontinuierliches und wertediskretes Signal s*(t) umwandelt. Das in
der Schaltungstechnik fir D/A-Wandlung am meisten verbreitete Prinzip
des D/A-Wandlers nach dem Wégeverfahren ist im folgenden Block-
schaltbild schematisch dargestellt:

W

Zwl | ae e =
=

@ 2R 2R 2R 2R

Uref /
(0] (0] (0]

Digitaler Eingang

1 Referenzspannung

2 Ausgangsoperationsverstarker,
regelt Eingangsspannung auf Null o

3 Digital angesteuerte Schalter, leffen L
Strom nach Masse oder Op.-Verst.-Eing.

4 Ausgangsspoannung: Ug~ 1,

Abb. 3.17: D/A-Wandler

Bei diesem D/A-Wandler wird eine Referenz-Spannung, die entweder von
einer internen Referenz-Spannungsquelle erzeugt wird oder von auf3en
angelegt wird (,multiplizierender D/A-Wandler“) sukzessive im Verhéltnis
1:2 geteilt und je nach anliegender Bit-Kombination zu einer resultieren-
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den Ausgangsspannung zusammen addiert. Die Spannungsteilung wird
durch ein R/2R-Widerstandsnetzwerk durchgefuhrt, bei dem jeder Zweig
den Langs-Widerstand 2R aufweist. An jedem Knotenpunkt dieses Wider-
standsnetzwerks liegt also ein Widerstand der GréBe 2R, der entweder
direkt nach Masse oder Uber den Eingang des nachfolgenden Operati-
onsverstarkers auf Masse gelegt wird, parallel mit dem Rest des Wider-
stands-Netzwerks. Dieser Rest stellt sich als Hintereinander-Schaltung
aus einem Widerstand der Gro3e R und einem Rest-Widerstand der Gro-
Be R dar (d. h. Gesamtwiderstand 2 R). Diese Parallel-Schaltung aus zwei
Widerstédnden der GréBe 2R ergibt die sukzessive Herunter-Teilung der
Referenz-Spannung im Verhéltnis 1:2. Der am Ausgang liegende Operati-
onsverstarker regelt die am invertierenden Eingang (,minus“-Eingang)
anliegende Eingangsspannung auf denselben Wert wie die am nichtinver-
tierenden Eingang (,plus“-Eingang) liegende Spannung von 0 V. Dazu
regelt der Operationsverstarker seine Ausgangsspannung auf einen so
groBBen (negativen) Spannungswert, daf3 der einlaufende Strom | Uber
den Gegenkopplungswiderstand R gerade abflie3t, so da3 am invertie-
renden Eingang 0 V anliegt. Auf diese Weise ist die Ausgangsspannung
U, proportional zu dem Eingangsstrom | und es gilt:

Z
U =-U_,——- .16
a ref Z +1 ( )

max

Z bezeichnet dabei die digital anliegende Zahlenkombination. Das
hochstwertige Bit steuert dabei den in der Zeichnung am weitestens links
liegenden Schalter und das am niedrigsten wertige Bit den am weitesten
in der Zeichnung rechts liegenden Schalter. Z__ bezeichnet die gréBte
darstellbare Zahl (d. h. sdmtliche Schalter-Stellungen auf logisch 1). Die
Ausgangsspannung U, bleibt so lange konstant, bis eine neue digitale
Zahl Z an die Schalter angelegt wird, so daf3 aus dem zeit- und wertedis-
kreten Signal s (nT) eine Treppenfunktion resultiert, bei der die zu den
Abtastzeitpunkten anliegenden Zahlen-Werte als analoge Spannungswer-
te fur jeweils eine Abtastperiode festgehalten werden.

In der Realitat geht die Ausgangsspannung des D/A-Wandler von einem
Ausgabewert bis zum nachsten Wert nicht instantan Gber und nimmt auch
noch nicht sofort konstante Werte an. Dies ist insbesondere ein Problem,
wenn ein héherwertiges Bit z. B. auf Null geschaltet wird und gleichzeitig
sémtliche niederwertigen Bits auf 1 geschaltet werden, um eine Zahl zu
realisieren, die nur um einen Zahlwert niedriger liegt, trotzdem aber viele
Schaltvorgédnge gleichzeitig erforderlich macht. Durch diese simultan er-
folgenden Schaltvorgédnge kénnen Ausgleichsstrome innerhalb des D/A-
Wandlers flieBen, die zu sogenannten ,,Glitches* fihren. Diese z. T. st6-
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renden hochfrequenten Schaltartefakte kénnen durch TiefpafB3filterung o-
der durch ,Deglitchen” z. B. mit einem Sample and Hold-Schaltkreis kom-
pensiert werden.

Die mit dem D/A-Wandler durchgefihrte Rekonstruktion des Zeitsignals
kann also wie folgt beschrieben werden:

s(t) fiirt=nT

— s (t)=s,(nT) fir n”T<t<(n+ 1T
0 sonst

sq(nT) = {
= 5" (t) = s, (nT)* rect,(t) = (s(t)-LLL (t))y*rect,(t)

S"(f) =S, (f)- T-sinc(f - T) = (S(f)x LLI, (f) Tsinc(fT) (I1.17)

T

Die mit dem D/A-Wandler durchgeflihrte Approximation durch eine Trep-
penfunktion kann also durch die Faltung des urspringlichen digitalisierten
Signals mit einem Rechteck der Ladnge T beschrieben werden und im Fre-
quenzbereich durch die Multiplikation mit einer Spaltfunktion, die die erste
Nullstelle bei 1/T aufweist. Diese Rekonstruktion des D/A-Wandlers er-
weist sich damit nicht als eine ideale TiefpaBfilterung mit einer steilen
Flanke bei der halben Abtastfrequenz, sondern als eine sehr ineffiziente
TiefpaBfilterung, die bei der halben Abtastfrequenz bereits eine gewisse
Absenkung des Spektrums und erst bei der Abtastfrequenz die vollstandi-
ge Abschwéchung bewirkt. Im weiteren Verlauf fallt diese Tiefpaf3filterung
relativ langsam mit 1/f ab.

Salf)

WA \ :

| = f =17 f

Abb. 3.18: Multiplikation des periodischen diskreten Spektrums mit der sinc-Funktion

Bei der halben Abtastfrequenz /2 ist das Spektrum des rekonstruierten
Signals schon um
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sinc(i) _SINT/2 2 636 ~-39dB (111.18)
2)” w2 &

abgesunken. Dieser Effekt der spektralen Verfarbung durch den D/A-
Wandler kann beispielsweise durch einen nachgeschalteten analogen
Tiefpal3 wieder kompensiert werden, der bei der halben Abtastfrequenz
eine Uberhéhung durchfilhren kann. Eine bessere Rekonstruktion des
digitalisierten Signals kann durch einen D/A-Wandler erzeugt werden, der
das digitalisierte Signal nicht durch eine Treppenfunktion, sondern durch
eine Abfolge kurzer, rechteckférmiger Pulse jeweils bei den Abtastzeit-
punkten rekonstruiert, wobei in den Pausen zwischen diesen rechteckfor-
migen Pulsen der Ausgangs-Spannungswert 0 angenommen wird. Diese
Art der Rekonstruktionen entspricht einer Verringerung der Dauer des
Rechtecks, mit dem das digitale Signal gefaltet wird und somit einer Ver-
lagerung der ersten Nullstelle der sinc-Funktion auf héhere Frequenzen.
Dadurch wird zwar die Abschwachung des Spektrums bei der halben Ab-
tastfrequenz geringer, dennoch muf3 ein analoges Tiefpal3filter bei der
halben Abtastfrequenz nachgeschaltet werden.

Das bendtigte scharfe analoge TiefpaBfilter kann durch ein digitales Filter
weitgehend ersetzt werden, wenn man bei der Technik des sogenannten
Oversamplings die Abtastfrequenz vor der Rekonstruktion kinstlich er-
héht (N-faches Oversampling) und dann bei dieser héheren Frequenz ei-
nen digitalen TiefpaBfilter erzeugt, der gerade bei der halben urspringli-
chen Abtastfrequenz eine sehr scharfe Filterung durchfuhrt. Wenn nun
dieses resultierende Signal mit der neuen, wesentlich héheren Abtastfre-
quenz rekonstruiert wird, liegen die ersten Spiegelfrequenzen erst etwas
unterhalb der neuen, wesentlich hbéheren Abtastfrequenz. Daher reicht ein
einfacheres analoges Filter mit relativ geringer Flankensteilheit aus, um
diese hohere Frequenzanteile vollstdndig zu eliminieren. Aufgrund der
Einsparung von analogem Filteraufwand durch digitale Signalverarbeitung
ist diese Art der Rekonstruktion weit verbreitet (z. B. in Compact-Disc-
Spielern).

lll.L6 Anpassung von Daten an eine Modellfunktion

Mit den bisher behandelten Elementen einer physikalischen MeBwert-
Aufnahme ist es uns gelungen, physikalische MeBwerte in elektrische Si-
gnale umzuwandeln, sie vorzuverarbeiten und Uber die Digitalisierung
z. B. in einen Computer oder ein anderes Speichermedium einzulesen.
Ein fundamentales Problem stellt sich nun flr die Interpretation dieser Da-
ten, bei der zwischen dem (unerwilnschten) Rauschanteil und dem (er-
wilnschten) Signalanteil unterschieden werden sollte. Ohne den Analyse-
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Verfahren der digitalen Signalverarbeitung (Kap. 1V) vorzugreifen, soll im
folgenden eine allgemeine Methode zur Rauschbefreiung bzw. Datenana-
lyse betrachtet werden: Uber den erwiinschten Teil des Signals gibt es
zumeist Erwartungswerte oder Modellvorstellungen, so daf3 das Problem
der Dateninterpretation auf die Anpassung einer vorgegebenen Modell-
funktion an die aufgenommenen Daten reduziert werden kann. Dieses
grundlegende Problem der Anpassungsrechnung flr eine beliebige Mo-
dellfunktion (die im allereinfachsten Fall der ,linearen Regression® eine
Gerade ist) soll etwas ausfihrlicher behandelt werden. Dabei bezeichnen
y,i=1...N die gemessenen, abhangigen Datenwerte bei Vorgabe von
(unabhangigen) Parameterwerten x, i = 1...N. Diese gemessenen Daten
kénnen z. B. die Werte einer Zeitfunktion sein, die an N Abtastwerten ge-
wonnen wurden, wobei die x;, gerade die Abtast-Zeitpunkte beschreiben
wirden. Die ,gesuchte” Beziehung oder Modellfunktion hat dabei die all-
gemeine Form:

y=F(x,o) (111.19)

F bezeichnet dabei die Modellfunktion, die von den m Parameterwerten
o, - o,, abhangt, die als Parameter-Vektor o zusammengefal3t werden.
Beispielsweise kann als Modellfunktion eine sinusférmige Zeitfunktion an-
genommen werden, fur die die Amplitude, die Frequenz und die Phasen-
lage die drei anzupassenden Parameter waren:

y=o, -sin(x, -x+ o) (111.20)

Yo
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Abb. 3.19: Anpassung einer sinus-férmigen Funktion y(x)

Das Problem der Anpassungsrechnung besteht nun darin, daf3 der Para-
meter-Vektor o so bestimmt werden muf3, da3 die Modellfunktion am bes-
ten die Daten erklart. Diese als Anpassungs-Rechnung oder ,,Fit“ be-
zeichnete Aufgabe kann formal damit gelést werden, daf3 man die soge-
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nannte Likelihood L maximiert, d. h. die Wahrscheinlichkeit fir das Auftre-
ten der beobachteten Daten unter Annahme der Modellfunktion mit dem
Parameter-Vektor o. Diese Likelihood-Funktion ist unter der Vorausset-
zung von N statistisch unabhangigen Beobachtungswerten y gerade das
Produkt aus den Wahrscheinlichkeiten, dal3 der jeweilige Wert y, auftritt
als Funktionswert zu dem Eingangswert x, bei Zugrundelegung des Pa-
rameter-Vektors o

L@ =] [Ply, = Fix,.cla) (11.21)

Diese Funktion L(c) wird als Likelihood und nicht als Probability (Wahr-
scheinlichkeit) bezeichnet, weil ja nicht die Wahrscheinlichkeit fir das Vor-
liegen des Parameter-Vektors a als Funktion y, ausgedruckt wird, sondern
umgekehrt bei vorgegebenen o die Wahrscheinlichkeit, dal3 die beobach-
teten Werte y, tatsachlich hatten auftreten kénnen. Daher ist der Begriff
der Wahrscheinlichkeit (Probability) von dem der Likelihood deutlich zu
trennen. Die nun resultierende Aufgabe, flr eine vorgegebene beliebig
geformte Modellfunktion die Likelihood zu maximieren, kann auf verschie-
dene Arten gel6st werden:

- Methode der kleinsten Quadrate

Die klassische von Gaul3 bereits entwickelte Methode der kleinsten Feh-
lerquadrate geht davon aus, dal3 der Mef3fehler normalverteilt ist und daf3
die Varianz der MeBfehler fur sémtliche N MeBpunkte gleich ist und den
Wert ¢° annimmt. Damit errechnet sich die Likelihood zu

N _—(i-F(x.@))
L:H e 200 LAy (11.22)
i=1

Der konstante Faktor Ay tritt hier auf, weil Wahrscheinlichkeiten miteinan-
der multipliziert werden, die Normalverteilung in geschlossener Form je-
doch nur als Wahrscheinlichkeitsdichte angegeben werden kann, die man
durch Multiplikation mit dem Differential dy bzw. der endlichen Differenz
Ay in eine Wahrscheinlichkeit umrechnen kann. Der Faktor Ay spielt aber
im folgenden keine Rolle, weil eine Maximierung der Likelihood aquivalent
ist mit der Minimierung des negativen Logarithmus von L:

_log L:[i(Yi_I;g;’g)) ]—NlogAy (111.23)
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Dabei mu3 o so gewahlt werden, dal3 der erste Summand minimal wird.
Der zweite Summand ist konstant und kann daher vernachléssigt werden.
Durch die Bildung des Logarithmus geht das Produkt der Wahrscheinlich-
keiten in die Summe der Abweichungsquadrate Uber und die Minimierung
dieser Abweichungsquadrate entspricht gerade der von Gauf3 eingefuhr-
ten Methode der kleinsten Fehlerquadrate. Zu ihrer numerischen Berech-
nung werden N-dimensionale Optimierungsalgorithmen eingesetzt (s. u.).

- ¥ - Fit

Eine etwas andere Vorgehensweise beim sogenannten y* (Chi-Quadrat-
Fit) geht von der Annahme aus, daf3 der Mef3fehler wiederum normalver-
teilt ist, die Varianzen ¢® jedoch fir die einzelnen MeBwerte verschieden
grof3 sind. Diese Annahme ist in der Praxis realistischer, wenn die Mef3-
werte einen grof3en Wertebereich Uberdecken und der Mef3fehler abhan-
gig von der GroBe des jeweiligen MeBwertes ist. Entsprechend der o. a.
Minimierungsaufgabe ergibt sich fir diesen Fall die Minimierung der Gro6-
Be x° mit:

20;

1

ZZ — i (yl - F(Xzi’g))z (|”24)

- Robuste, lokale Schéatzung fiir beliebige Fehler-Verteilung

In der Praxis ist die Annahme eines normalverteilten Mef3fehlers oft eine
zu starke Einschrédnkung, da ,Ausrei3er® haufiger vorkommen, als es
durch eine Normalverteilung vorhergesagt wird. Um den EinfluB3 dieser
Ausreif3er auf die Gesamt-Anpassung gering zu halten, ist es daher sinn-
voll, eine andere, nicht notwendigerweise normalverteilte Wahrscheinlich-
keitsdichte fur den Mef3fehler anzunehmen. Diese Verteilungsdichte kann
man jedoch insofern einschranken, als daf3 die Verteilung jeweils nur von

g =N F.0) (111.25)
o.

1

abhangt. Die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein MefB3fehler auftaucht, hangt da-
mit nicht explizit von y, und F(x, o) und o, ab, sondern nur von der ,nor-
mierten®, lokalen Abweichung z. ,Lokal“ bedeutet dabei, daf3 die Wahr-
scheinlichkeit eines Fehlers nicht z. B. von einer bestimmten Kombination
der y, abhangt, sondern von jedem z, getrennt. Das Problem der Anpas-
sung einer optimalen Vielfunktion beschrénkt sich damit auf das Minimie-
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rungsproblem von

N
—logL = p(z,)— NlogAy (11.26)

i=1

Dabei bezeichnet p(z) den negativen Logarithmus der Wahrscheinlich-
keitsdichte fur den normierten Fehler z, Der zweite Term N log Ay ist ge-
nau wie oben konstant, so daf3 er im weiteren vernachlassigt wird. Wenn
wir mit y(z) = dp(z)/dz die Ableitung der Wahrscheinlichkeitsdichte be-
zeichnen, so ist das Minimierungsproblem identisch mit der Nullstellensu-
che von:

(111.27)

W(yi—F(xi,oc))‘ OF(x,.0) _
oo,

Ein absolutes Minimum der Likelihood liegt also vor, wenn die Summen
fur jeden Wert von k den Wert 0 annehmen. In diesen Summen ist einer-
seits die partielle Ableitung der Zielfunktion F(x, o) nach der Parameter-
komponente o, enthalten, die von der jeweils angenommenen Fehlerver-
teilungsfunktion unabhé&ngig ist. Sie wird zum einen mit der Varianz 1/c,
gewichtet, die genau wie beim y*-Fit ein MaB fiir die zu erwartende Ab-
weichung bildet und zum anderen mit dem Fehlermaf3 y(z). Dieser Funk-
tion y(z) kommt dabei eine groBe Bedeutung zu, da sie direkt von der an-
genommenen Wahrscheinlichkeitsdichtefunktion des MeB3fehlers abhangt.
Beispielsweise kdnnen die folgenden Verteilungen auftreten:

i)  Normalverteilung:
P=e 2, p(z):%zz, y(z)=z (111.28)

i) Zweiseitig exponentiell
P=e™, p(z)=4, w(z)=sgn(z) (111.29)

iii) Cauchy (oder Lorentz)

P= 11 ; P(Z)=10g(1+lz2), v(z)= Zl (111.30)
1+~ 2> 2 2

Die Abhéngigkeit von y(z) ist fur diese drei Verteilungsfunktionen im fol-
genden Bild aufgetragen:
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¥(z) 1

+1 i

Abb. 3.16: Fehlermal3 y(z)

Wéhrend die Normalverteilung ,,Ausrei3er” sehr stark gewichtet, indem der
Wichtungswert y(z) mit zunehmenden Abstand vom Erwartungswert linear
ansteigt, bietet die zweiseitige Exponentialverteilung den Vorteil, daf3
samtliche Abweichungen gleich behandelt werden. Dies hat jedoch den
Nachteil, daf3 bereits kleine Abweichungen vom Erwartungswert zu gro-
Ben Schwankungen in der Fehlerfunktion fihren. Fur praktische Anwen-
dungen sehr gunstig ist eine Art ,Kompromi3“ zwischen beiden Funktio-
nen in Form der Cauchy-Verteilung, die fur kleine Werte von z einen linea-
ren Anstieg der Gewichtung mit z aufweist, fur groBe Werte von z jedoch
eine (kleine) Konstante annimmt, so daf3 diese Verteilung relativ robust
gegenuber ,AusreiBern® ist. Die Annahme einer derartigen Fehler-
Verteilungsfunktion kann daher fur die Praxis empfohlen werden.

lll. 7 Minimierung in M Dimensionen

Bis jetzt wurde behandelt, wie das Fit-Problem in ein Minimierungsprob-
lem von -log L(o,) bei vorgegebenen MeBwerten x, umgewandelt werden
kann. Dabei handelt es sich um ein m-dimensionales Minimierungsprob-
lem in den Parametern o,,k = 1...m. Dieses Minimierungsproblem ist aqui-
valent mit der Suche nach Nullstellen der partiellen Ableitungen
OF(x, o) /d0,. Je nachdem, ob diese partiellen Ableitungen der Zielfunktion
Uberhaupt bekannt sind, (d. h. analytisch ausrechenbar), kann man zwei
Falle unterscheiden:

- Partielle Ableitung bekannt

In diesem Fall ist das Fit-Problem durch eine Nullstellensuche im m-
dimensionalen Raum IR™ zu l6sen. Diese Nullstellensuche kann z. B. mit
dem m-dimensionalen Newton-Verfahren gel6st werden, bei dem die
Funktion, deren Nullstelle gesucht wird, iterativ durch eine lineare Abbil-
dung bei einer vorhergehenden Approximation der Nullstelle angenahert
wird. Bei der Nullstelle dieser linearen Abbildung wird die Funktion erneut
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geschéatzt. Durch die an dieser Stelle berechnete lineare Approximation
wird die Nullstelle weiter gesucht. Im ein-dimensionalen Fall entspricht
dieses Verfahren einem Tangenten-Verfahren, das relativ schnell eine
Nullstelle in der Praxis finden IaR3t.

OF
o, |

Abb. 3.21: Ein-dimensonales Newton-Verfahren

Fir das m-dimensionale Problem wird die Funktion durch die
m-dimensionale lineare Abbildung approximiert, die aus der Jacobi-Matrix
hervorgeht, so dafl3 dieses Problem mit einer Matrix-Inversion einhergeht.
Dieses Verfahren ist daher programmiertechnisch aufwendig, fihrt jedoch
mit wenigen lterationsschritten zu einer sehr guten Annaherung der Null-
stelle.

- Partielle Ableitungen unbekannt

Falls die partiellen Ableitungen und die aus den partiellen Ableitungen
errechnete Jacobi-Matrix nicht bekannt ist bzw. wegen des algebraischen
Aufwandes nicht berechnet werden soll, eignen sich Optimierungs-
verfahren aus der numerischen Mathematik, die eher empirischen Regeln
gehorchen. Am verbreitetesten ist das sogenannte Simplex-Verfahren, bei
dem im m-dimensionalem Raum ein Simplex mit m + 1 Eckpunkten auf-
gespannt wird (z. B. im IR? ein Dreick bzw. im IR’ ein Tetraeder).
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ol A

-log Loy ay) =
Hugellandschaft

2. >
o
%\ Simplex

Abb. 3.22: Simplex-Verfahren

An den Eckpunkten dieses Simplex wird die zu minimierende Funktion
(z. B. -log L(a.,, a,)) errechnet. Dann wird die Ecke mit dem gré3ten Funk-
tionswert ausgewéahlt und das Simplex an der Kante gespiegelt, die dieser
Ecke gegentiberliegt. Auf diese Weise wird angestrebt, daB das Simplex
sich langsam in die Richtung bewegt, in der die Funktion minimal ist.
Gleichzeitig wird bei jeder Spiegelung eine Verkleinerung des Simplex
durchgefihrt (bzw. eine VergréBerung, wenn trotz Suche kein Minimum
gefunden werden konnte oder eine Reihe von Zustdnden zyklisch ange-
nommen wird). Dann wird mit dem ersten Schritt fortgefahren (d. h. erneut
Berechnen der Funktionswerte an allen Ecken des Simplex usw.), so daf3
sich das Simplex im Laufe der Zeit auf das lokale Minimum zusammen-
zieht und nach einem bestimmten Kriterium die Suche abbricht. Fir die-
ses und andere numerische Verfahren gibt es in den géngigen Hochspra-
chen zumeist Standard-Algorithmen (z. B. Press et al., 1992). AuBerdem
sei auf die Literatur der numerischen Mathematik verwiesen.



